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Probleme und Beispiele aus der Zuverlissigkeitstheorie

Maanfred Borovenik, Klagenfurt

Kurzfassung: Im Rahmen der Zuverlissigkeitstheorie kann man den Begriff Wahrscheinlichkeit
durchaus in fiktiver Weise durch Hiufigkeiten deuten; andererseits ist in der Zuverlissigkeit der
Begriff des Risikos allgegenwiirtig, welcher eigentlich an der Basis eines Wahrscheinlichkeits-
begriffs ohne Bezug zu relativen Hiufigkeiten steht. Der Szenariogedanke, der fiir den Wahr-
scheinlichkeitsbegriff so wesentlich ist, damit ist das Durchspiclen von Wahrscheinlichkeits-
modellen gemeint unter dem Blickpunkt *“was wire, wenn ..?”, ist gerade in der Zuverlissigkeits-
theorie flir die Deutung der Modelle wesentlich. Dariiber hinaus ergeben sich einige wichtige
neue Begriffe, die im iblichen Zugang zur Wahrscheinlichkeit und im stromlinienférmigen
Aufbau der Theorie keine Rolle spielen; sie vernetzen jedoch die Begriffe neu und lassen auch
den Begriff Wahrscheinlichkeit vertieft verstehen. Als Nebenprodukt ist anzusehen, daB einige
Verteilungen, die sonst kaum zu rechtfertigen und zu motivieren sind, sehr wichtig werden.

1. Grundbegriffe aus der Sicht der Zuverlﬁssigkéit

a) Ausfalldichte und mittlere Lebensdauer

Alle Begriffe werden hier exemplarisch an der Exponentialverteilung illustriert, das bedeutet aber
keine Einschrinkung.

®  Ausfalldichte

Eine exponentialverteilte Zufallsvariable, in Zeichen X ~ Exp(A), hat folgende einfache
Dichtefunktion

f(x) = A-e™**, x>0, A>0

Die folgenden Figuren in Abb. 1 zeigen i) die Dichte selbst, ii) die Wahrscheinlichkeit iiber einem
Intervall (a, b) sowie iii) die niherungsweise Wahrscheinlichkeit iiber dem Intervall (x, x+Ax).
In der Zuverlissigkeit werden mit Wahrscheinlichkeitsmodellen u.a. Lebensdauern (von tech-
nischen Systemen bzw. Einzelbauteilen) beschrieben. Dabei wird die Lebensdauer eines Bauteils
als zufillig betrachtet, also durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte beschrieben. Das Modell der
Exponentialverteilung selbst entspricht der Vorstellung von “rein zufillig” im Zeitablauf sich
ereignenden Ausfillen (und damit bestimmten Lebensdauern). Rein zufillig meint damit, daB die
sogenannte Wartezeit auf den niichsten Ausfall immer noch nach der Exponentialverteilung
beschrieben wird, auch wenn man schon einige Zeit “vergeblich” gewartet hat.

Die in Abb. 1 schraffierten Wahrscheinlichkeiten ii) und iii) kénnen einfach durch folgendes
Szenario gedeutet werden: Wenn man in einem sogenannten Lebensdauerversuch eine groBe




Zahl (z.B. N=1000) von Bauteilen unter identischen Bedingungen der Belastung aussetzt, so
kann man davon ausgehen, daB etwa eine Zahl von Bauteilen in der Zeit zwischen a und b
ausfillt, die dem schraffierten Anteil ii) entspricht. Die Prognose fiir ein kleines Intervall nach
dem Zeitpunkt x ist entsprechend in iii) dargestellt. Zu erwarten bedeutet dabei in ganz natiirli-
cher Weise einen Richtwert, von dem die tatsiichliche Anzahl der Ausfille mehr oder weniger
abweichen wird. Mit diesem Richtwert werden Vorausberechnungen fiir die Ausfille fiir groere
Anzahlen von Bauteilen erméglicht. Eine solche Vorausrechnung soll aber auch die Einschitzung
des Risikos eines Bauteiles, einen bestimmten Zeitraum nicht zu iiberleben, ermoglichen.

0 X X+4x

Abb. I: Wahrscheinlichkeitsdichte ciner Exponentialverteilung - Bestimmtes Integral als
Wahrscheinlichkeit des Intervalls - f(x)* Ax schitzt Ausfille nahe x

® Mittlere Lebensdauer

Fiir die Exponentialvertcilung crgibt sich der Erwartungswert zu —/'\-, die Varianz ist auch nur

vom Parameter A abhiingig:

p = E(X)
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1
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o = V(X) = -
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Wic fiir dic Einzelwahrscheinlichkeiten gilt auch fiir die Parameter dic Szenario-Deutung als

Richtwert fiir die Zukunft im Sinne der “was wiire, wenn die Lebensdauer tatsichlich durch eine
Exponentialverteilung modellierbar wiire”. Die durchschnittliche Lebensdauer einer gréBeren

Anzahl von Bautcilen wiire danach durch den Erwartungswert —;— als Richtwert abzuschiitzen.

Dicsem Erwartungswert kommt mehr die Funktion der Schiitzung des Modellparameters A zu




(damit fixiert man das Modell) als einem Richtwert, dem man direkt eine Aussage iiber “mittlere”
Lebensdauer der untersuchten Bauteile entnimmt. Der Erwartungswert ist ja nur fiir mehr oder
weniger ausgeprigt eingipfelige Verteilungen einfach zu interpretieren, die Exponentialverteilung
ist, wic viele andere Verteilungen in der Zuverlissigkeitstheorie ohne Gipfel (oder extrem schief).

Aus einem Lebensdauerversuch kann man also das Modell herausfiltern. Fiir die Beurteilung von
Risiken, sei es fiir einzelne Bauteile oder fiir mehrere wird dann die Berechnung bestimmter
Ausfallwahrscheinlichkeiten auf der Basis des Modells wesentlicher als die Interpretation des
Erwartungswerts. Als ein Beispiel sei die Berechnung der Garantiezeit angefiihrt: Die Lebens-
dauer von Kiihlventilatoren sei exponentialverteilt mit einer durchschnittlichen Lebensdauer von
28700 [Stunden]. Man dachte zuniichst an cine Garantiezeit von 8000 [Stunden]. Aus der
Exponentialverteilung ergibt einc kurze Rechnung die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ausfall bis zu
8000 Stunden Betriebszeit von 0.24; das wiirde bedeuten, daB etwa ein Viertel der verkauften
Ventilatoren unter die Garantiereklamationen fallen wiirden. Entweder kann man die technischen
Bauteile verbessern, oder die Lebensdauer dadurch erhdhen, daB man kritische Bauteile doppelt
einbaut (solche Fragen werden im Zusammenhang mit der Untersuchung von Netzwerken
untersucht), oder man muB die Festsetzung der Garantiezeit iiberdenken. Fiir cine Darstellung
der Zuverlissigkeit von komplexen Systemen sei z.B. auf Billinton und Allan, 1983, verwiesen.

b) Ausfall- und Uberlebenskurven, P-Quantile

Neben der Ausfalldichte tauchen in der Zuverlissigkeitstheorie nicht nur aus rechnerischen
Griinden sofort auch die Verteilungsfunktion und die dazu komplementiire Verteilungsfunktion
auf: Diese Funktionen beschreiben die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ausfall cines Bauteils bis zu
einem bestimmten Zeitpunkt bzw. die Zuverliissigkeit, dicsen Zeitpunkt zu iiberleben. Dariiber
hinaus finden sog. P-Quantile der Verteilung Anwendung: das sind jene Zeitpunkte, bis zu denen
ein bestimmter Anteil P von Bauteilen ausfallen wird; auf ein Bauteil bezogen ist dies jener
Zeitpunkt, den das Bauteil mit Wahrscheinlichkeit P nicht iiberleben wird.

o Verteilungsfunktion
Der Zusammenhang zwischen Dichtefunktion (i.c. die Wahrscheinlichkeitsdichte) und der sog.
Verteilungsfunktion ist gleich wie zwischen ciner beliebigen (integrierbaren) Funktion und deren
Stammfunktion (siche Abb.2). Der Zuwachs der Stammfunktion F zwischen den Zeitpunkten x
und x + A xbedeutet hier die Anzahl der Neuausfille in dicsem “kleinen” Intervall der Linge
A x; diese Anzahl schiitzten wir schon in Abb. 1 durch f(x)- A x, was der iiblichen Deutung des
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung glcich kommt:

X

F(x) = ff(x)dx f(x,) = [—Zt- F(x)}
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Abb. 2: Verteilungsfunktion als bestimmtes Integral der Dichtefunktion

Fiir dic Exponentialverteilung ergibt sich als Verteilungsfunktion F(x) = | -e™**. Fir
A = 28700 war die Wahrscheinlichkeit von Garantiefillen gleich dem Wert F(8000) = 0.24.

o Uberlebensfunktion

Bei der Untersuchung der Zuverlissigkeit von komplizierten technischen Geriten (bis hin zu
einem Kernkraftwerk) geht es um Uberlebenswahrscheinlichkeiten in bestimmten Zeitrdumen.
Basis hierfiir ist die Bewertung der Zuverlissigkeit von einzelnen Bauteilen oder einfacheren
Geriiten. Unterstellt man hierfiir ein Wahrscheinlichkeitsmodell in Form einer Dichtefunktion, so
erhiilt man durch Integration die Verteilungsfunktion und somit die Wahescheinlichkeit, bis zu
cinem Zeitpunkt x auszufallen. Dic Gegenwahrscheinlichkeit ist gleichermaBen die gesuchte
Zuverlissigkeit (fiir den Zeitpunkt x). Die Uberlebensfunktion R(x) gibt den funktionalen
Zusammenhang wieder (R steht fiir reliability):

{(X) R(x) = 1 -F(x)

Abb. 3: Verteilungsfunktion und Uberlebensfunktion erginzen einander auf |




Abb. 3 zeigt den Zusammenhang graphisch. Fiir die Exponentialverteilung ergibt sich mit
R(x)= e** eine exponentielle Abnahme der Zuverlissigkeit mit der (geforderten) Lebensdauer,
die Abnahme erfolgt dabei umso rascher, je groBer A ist.

®  Prozentpunkte

Im Kontext der Zuverlissigkeitstheorie wird auch die Umkehrfunktion zur Verteilungsfunktion
wichtig. Bis zu welchem Zeitpunkt x,, sollte man mit 100 P % Ausfillen rechnen? Man gibt sich

das Risiko in Form einer Wahrscheinlichkeit vor und sucht jenen Zeitpunkt, bei dem dieses
zutrifft. In der iiblichen Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie handelt es sich hierbei um P-
Quantile (oder auch P-Fraktile).

F(x,) = P

f(x)

Abb. 4: P-Quantil teilt Fliche unter der Dichte im Verhiiltnis P zu |-P

Fiir die Exponentialverteilung ergibt sich x, = —% In(1-P). Abb. 4 zeigt die definicrende

Bedingung fiir den 100 P-Prozentpunkt ciner Verteilung.

¢) Hazard-Funktion

®  Schliisselbegriffe einer Theorie uls Angelpunkt zwischen Realitiit und Modell

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die (stetige oder diskrete) Dichtefunktion der zentrale
Begriff, um den sich alles gruppiert. Entsprechend wird dieser Begriff zur Schlisselstelle zwi-
schen Realitiit (wo die Phiinomenc und Fragen anzusiedeln sind) und Theorie (wo die Modelle
anzusiedeln sind). Fiir die Anpassung cines Modells wird die Dichtefunktion genommen, sie muB,
um die Giite der Modellbildung zu verbessern, mit Sachwissen festgelegt werden. Dazu dient
auch ein globales Interpretationsmuster von Wahrscheinlichkeit wie die Deutung von Flichen
unter der Dichte als relative Haufigkeit in einer groBeren Serie von Zufailsversuchen. Dazu
diencn aber auch innermathematische Zusammenhiinge wie “Zecrlegung und Zusammenbau” einer
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Binomialverteilung durch eine Bernoulli-Kette, in der n unabhidngige Versuche mit den Aus-
gingen 0 bzw. 1 (die Treffer) mit konstanter Trefferwahrscheinlichkeit p unternommen werden.
Diese Modell-Bausteine und ihr Zusammenbau kénnen dann ihrerseits (ohne die Hiufigkeits-
deutung von Wahrscheinlichkeit) eine Einsicht bieten, ob eine Binomialverteilung vorliegen sollte
oder nicht.

Fiir die Exponentialverteilung wird in Abschnitt 3 ein solcher innermathematischer Zusammen-
hang zur Poissonverteilung und zum PoissonprozeB dargestellt. Das fiihrt zu einer anderen
Schnittstelle zwischen Modell und Realitiit und entsprechend zu einer anderen Moglichkeit, diese
Schnittstelle zu bewerten. Fiir bestimmte Verteilungen kdnnen hiermit iiber solche innerma-
thematischen Zusammenhiinge tiefere Einsichten erschlossen werden. Dadurch wird die iibliche
Uberpriifung ciner Verteilung durch die Daten (relativen Haufigkeiten) einer Versuchsserie
wesentlich verbessert. Man kennt nimlich aufgrund der angefiihrten mathematischen Zusammen-
hiinge wichtige Eigenschaften, dic der EntstchungsprozeB der Daten eigentlich erfiillen miiite;
diese Eigenschaften sind durch die Kenntnis des Kontexts (in der Zuverlissigkeitstheorie etwa
durch Kenntnisse von Materialcigenschaften ctc.) oft leichter zu liberpriifen.

Quer zu allen Verteilungen, die in der Zuverldssigkeitstheorie in Frage kommen (das sind alle
Verteilungen, die nur den Bereich der positiven reellen Zahlen mit positiven Wahrscheinlich-
keitcn ausstatten), gibt es aber einen weiteren Schlisselbegriff, die sogenannte Hazardfunktion.
Diese wird zuniichst aus dem Begriff der Dichtefunktion abgeleitet, wird aber zur eigentlichen
Schnittstelle zwischen Modell und Realitiit, nicht nur weil man in bestimmten Lebensdauer-
versuchen die Dichtefunktion des Modells nicht direkt sondern nur iiber diese Hazardfunktion

schiitzen kann. Vielmehr wird der Begriff des Hazards zum Angelpunkt der Vorstellungen, die -

man mit Zuverlissigkeit und Wahrscheinlichkeit verbindet.

®  Globales und lokales Hazard

Zu Beginn eines Lebensdauerversuchs kann man aus dem Modell fiir die Lebensdauer in Form
der Wahrscheinlichkeitsdichte voraussagen, wie viele Ausfille im Zeitpunkt x, oder genauer,
zwischen x und x + A x, also in der kleinen Zeitspanne A x ausfallen werden. Das mag (iir den
Lebensdauerversuch ausreichen, in der Praxis steht man aber auch vor der Frage, wie grof3 die
Ausfallwahrscheinlichkeit in der Zeitspanne A x ist, wenn das Bauteil schon x Zeiteinheiten alt ist.
Es ist durchaus moglich, daB dic Ausfallwahrscheinlichkeit alterungsabhiingig ist. Die lokale,
altersbedingte Intensitit, auszufallen, dic sog. Hazardfunktion, ist gegeben durch

f(x)
I =\
1(x) R(x)




X X +Ax X

Abb. 5: Links: Ausfille, bezogen auf alle Bauteile zu Beginn;

Rechts: Ausfiille, bezogen auf den Bestand im Alter x
Dies kann man sich anhand von Abb. 5 klar machen. So gibt die schraffierte Fliiche zwischen x
und x + Ax in der links stehenden Graphik die Schiitzung an, wie viele Bauteile in diesem
Intervall ausfallen werden, wenn man vom Zeitpunkt 0 aus beobachtet und die Ausfille zihlt; das
ist ca. f(x)- A x. In der Graphik rechts wird dieselbe Fliche nicht absolut gesehen, sondern ihr
Anteil am Rest der Verteilung bestimmt. Das ergibt einen Schiitzwert fiir die Zahl der Ausfille in
diesem Zeitintervall, wenn man zum Zeitpunkt x zu beobachten beginnt und damit nur mehr jene

f(x) Ax

beobachtet, die dann noch leben; dieser Schitzwert ist R(%)
x

Man kann die Hazardfunktion formal durch folgenden Grenzwert festlegen:

h(x) = lim WxsXsx+Ax |[X2x)
4 x-0
Fiir die Exponentialverteilung ergibt sich h(x)=A, dies im Einklang mit der Behauptung, sie
modelliere “rein zufillige” Ausfille. Das bedeutet: die lokale Ausfallsintensitiit ist konstant, der
Ausfallproze8 ist daher nicht alterungsabhingig. Will man das Phinomen Alterung modellieren,
reicht also die Exponentialverteilung nicht aus.

Fiir elektronische Bauteile gibt es durchaus alterungsbedingte Erscheinungen, wie etwa ther-
mische Risse, die durch Wiederbelastung sich vergroBern und zum Ausfall fithren. Dennoch hat
die Praxis gezeigt, daB man weitgehend mit der Exponcntialvcrtciiung das Auslangen findet. Fiir
mechanische Bauteile gibt es allerdings das Phinomen der Ermiidung, wonach nach einer
Uberbeanspruchung (durch Zug- oder Druckkriifte) die statische Festigkeit drastisch abnimmt.
Dariiber hinaus gibt es durch Reibung Materialverluste, dic ein cinwandfreies Funktionicren nicht
mehr gewiihrleisten mogen. Z.B. kann cine Gebiiudedecke aus Beton durch Erschiitterungen
durch Bauarbeiten in der Umgebung ermiiden und unter normaler Belastung zusammen brechen;
oder, die Riider cines Eisenbahnwaggons, der noch nicht mit Scheibenbremsen ausgestattet ist
(der Bremsklotz wirkt also direkt auf dic Lauffliche des Rades, werden durch Bremsmandver
ungleich abgenutzt und laufen dadurch unrund, was zu weiterer, erhohter Abnutzung und zur




erhohten Lirmentwicklung fiihrt.

Die in der naiven Schitzung der alterungsbedingten Ausfiille verwendete Beziehung zwischen
Hazard-, Dichte- und Zuverldssigkeitsfunktion ist von allgemeiner Bedeutung und soll deshalb
hier eigens festgehalten werden:

f(x)
R(x)

h(x) =

Integriert man beide Seiten nach x iiber dem Intervall [0,x,], so erhilt man eine Darstellung der
Zuverldssigkeitsfunktion in Abhiingigkeit von der Hazardfunktion:
- f 'h(x)dx
R(xy) =exp "’

Die Hazard legt hiermit die Zuverlissigkeit und damit natiirlich auch die Verteilungsfunktion
F(x) = | -R(x) eindeutig fest. Fiir eine konstante Hazard ergibt sich durch Einsetzen tatséich-

lich die Exponentialverteilung.

o Kumulierte Hazard

Das Integral der Hazardfunktion

X0

H(x) = fh(x)dx
1]

bietet zunichst eine vordergriindig mathematische Vereinfachung des oben genannten Zu-
sammenhangs zwischen Verteilungsfunktion F bzw. Zuverlissigkeit R und der Hazard; mit dieser
“Abkiirzung” gilt dann:

F(x) = l-e H®

Der eigentliche Grund fiir dicsen neucn Begriff licgt aber in den Anwendungen; fiir den Fall, daf
in den Daten von einigen Bauteilen die Ausfallzeit nicht bekannt ist (sie muBten ctwa aus anderen
Griinden aus der Wertung genommen werden) - man nennt diesen Umstand “mehrfache Zensie-
rung” - kann man mit diesem Hilfsbegriff der kumulierten Hazard dic (graphische) Bestimmung
der Verteilungsfunktion aus den Daten recht einfach modifizieren.

®  Typen von Hazardfunktionen

Die mathematischen Eigenschalten der Hazardfunktion erlauben eine cinfache und schr prignante
Beschreibung wichtiger Eigenschaften der Lebensdauer bestimmter Objekte. Dicse Objckte
. kénnen technische Bauteile scin, wie hicr exemplarisch dargestellt. Diese Objekte kdnnen aber
auch Menschen sein, etwa hinsichtlich ihrer Uberlebenszeit nach bestimmten Operationen, dieses
wichtige Anwendungsgebiet wird aber hier nicht weiter erdrtert.

Abb. 6 zeigt der Reihe nach monoton fallende, monoton steigende, erst bis zu einem Maximum




steigende, hernach fallende Hazard, schlieBlich den dazu gegengleichen Fall, dann die konstante
Hazard und zuletzt eine Hazard, die erst filit, dann eine Zeit lang konstant bleibt und schlieflich
steil ansteigt. Von Beginn an fallende Hazard modelliert das Phiinomen der sog. “infant mortali-
ty” in Analogie zur Kindersterblichkeit bei der Lebensdauer von Menschen, die noch bis zum
Beginn des 20. Jahrhunderts groBe AusmabBe hatte. Steigende Hazard modelliert, analog zum
Phinomen der Alterung mechanischer Bauteile, Ermiidungserscheinungen. Der Fall, dal} die
Hazard ein Maximum hat, scheint aus praktischen Erwiigungen wenig relevant. Eine Hazard mit
Minimum, speziell wenn dieses Minimum zu einem konstanten Abschnitt ausartet, ist jedoch ein
hiufig vorzufindender Fall, fiir diesen Typ ist die Bezeichnung “Badewannenkurve” geliufig.
Konstante Hazard modelliert jedenfalls altersunabhiingige Ausfille.

Abb. 6: Typen von Hazardfunktionen

Eine “Badewannen”-Hazard modelliert demnach ein komplexes Ausfallverhalten, das der Reihe
nach folgende Eigenheiten aufweist: Zu Beginn werden dic Bauteile besser, zu allererst fallen
einige aus, diese bedingten Ausfille werden aber seltener. In cinem solchen Fall lohnt es sich fiir
den Erzeuger, alle Bauteile in ciner “burn in”-Phase zu testen und erst die iiberlebenden Teile
weiter zu verarbeiten (oder zu verkaufen). Von praktischem Interesse ist dann die Phase der
(beinahe) konstanten Hazard; diesc stellt die gewohnliche Nutzungsdauer der Bauteile dar, in
welcher Ausfille aus keinem besonderen Grund, also in gewissem Sinne rein zufillig passieren
(siche auch die Beschreibung des Poissonprozesses in Abschnitt 3). Man versucht, dicsen
Zeitraum moglichst lange zu machen, etwa durch technische Eingriffe in der Produktplanung und
Fertigung (Verwendung besonderer Materialien, Einsatz bestimmter Fertigungstecﬁniken,‘etwa
SchweiBen, Loten, Kleben etc.). SchlieBlich beschreibt die steil ansteigende Hazard die Phase der
Ermiidung, der rasch ansteigenden Ausfille, die fiir eine normale Nutzung des Bauteils i.a. nicht
mehr geeignet crscheinen.
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Bei elektronischen Bauteilen hat man eine sehr lange Nutzungsdauer mit konstanter Hazard
feststellen konnen, die Anfangsausfille (etwa bedingt durch schlechte Kontakte, Materialfehler
etc.) versucht man durch eine “burn in”-Phase auszusondern. Im Produktdesign schlieBlich
versucht man, die normale Lebensdauer durch bessere Produktplanung zu verlingern. Die
MaBnahmen sind so wirksam, da8 man fiir elektronische Bauteile meist in erster Niherung die
Exponentialverteilung als Lebensdauermodell verwenden kann. Mechanische Bauteile sind i.a.
durch eine viel kiirzere normale Nutzungszeit und eine i.a. weniger steil ansteigende Ermiidung
gekennzeichnet. Hier besteht fiir die Praxis der dringende Bedarf an Uberpriifungstests fiir den
tatsiichlichen altersabhiingigen Zustand und die Notwendigkeit, durch Wartung und Reparaturen
die normale Nutzungsdauer zu verliingern.

2. Weitere Modelle in der Zuverlissigkeitstheorie

Im folgenden wird die Vielfalt der in der Zuverlissigkeitstheorie Anwendung findenden Vertei-
lungen lediglich angedeutet. Dargestellt werden die Verteilungen jeweils durch die Hazard-
funktion, diesem Schliisselbegriff von Wahrscheinlichkeitsmodellen im Rahmen der Zuverlissig-
keit. Einige theoretische Zusammenhiinge werden angedeutet, damit man den Stellenwert der
Modelle einigermaBen erkennen kann, fiir die Praxis wichtige Eigenschaften der Modelle werden
angegeben, illustrative Beispiele kommen auch in Abschnitt 4,

a) Normalverteilung

Die Normalverteilung, quer iiber die Anwendungen insgesamt die wichtigste Verteilung, spielt in
der Zuverlissigkeitstheorie eher eine untergeordnete Rolle. Ihre Anwendung gliedert sich in die
zwei folgenden typischen Fiille: (i) zur Modellierung ansteigenden Ausfallverhaltens, also des
Phinomens der Ermiidung; (ii) instrumentell zur rechnerischen Vereinfachung des Modells der
logarithmischen Normalverteilung (siche weiter unten). Da die Normalverteilung auch negativen
Werten eine nicht-verschwindende Wahrscheinlichkeit zuordnet, muB man danach trachten,
diesen Modellfchler (Lebensdauer sind ja auf positive Werte beschriinkt) durch vergleichsweise
kleine Standardabweichung im Vergleich zum Erwartungswert klein zu halten. Ist dies nicht
moglich, so ist Normalverteilung kein gutes Modell. Man findet aber auch in der Familie der
Weibullverteilungen ansteigende Hazardfunktionen (siche weiter unten). Die Abb. ** zcigt eine
Dichtefunktion und die entsprechende Hazardfunktion, dic asymptotisch folgender Geraden
gleicht:

| x-p
o 0

h(x) =




-

Abb. 7: Dichte und Hazardfunktion einer ausgewihlten Normalverteilung

Zu beachten ist, da die Parameter 4 und o dieselbe Dimension haben wie die Lebensdauer X.

b) Lognormalverteilung

Eine Lebensdauer X ist lognormalverteilt mit Parametern p und o, wenn ihr dekadischer
Logarithmus, also Y = log X, normalverteilt mit ebendicsen Parametern ist. Fiir die Analyse einer
Lebensdauer mit der Lognormalverteilung sind dic Dichtefunktion und andere mathematische
Details dieser Verteilung nicht wichtig, denn iiblicherweise logarithmiert man die Daten und
erhiilt damit eine gewdhnliche Normalverteilung. Die Parameter p und o sind dabei dimensions-
lose GroBen, welche in dieser Analyse zum Mittelwert und zur Standardabweichung der Loga-
rithmen werden. Die folgende Abb. 8 zeigt cinige ausgewihlite Dichte- und Hazardfunktionen der
Lognormalverteilung.

hix)
fed
4
3/ 4 olre
[ X4
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1.0 X 0 : - X
0 0*  2:0*  3-i0# 0 o* 210" 3i0*
Abb. 8: Dichten und Hazardfunktionen fiir ausgewiihite Lognormalverteilungen

Dabei bestimmt p den 50%-Punkt der Verteilung und die Breite sowie o die Gestalt der Ver-
teilung. Abb. 8 zeigt, daB die Familie der Lognormalverteilungen hinsichtlich der Hazard schr
flexibel ist, man kann damit je nach dem Wert von o stcigende, fallende sowie konstante Hazard
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(g =0.5) modellieren. Wird 0 <0.2, so ist die Verteilung anniihernd der gewdhnlichen Normal-
verteilung gleich.

®  Beispiel:
Die Lebensdauer X [in 1000 km] einer elektronischen Kontrolleinrichtung fiir Lokomotiven sei
lognormalverteilt mit p=2.236 und 0=0.320. Wie hoch ist der Anteil an Reklamationen zu
erwarten, wenn die Garantie 80 [1000 km] betragen soll? Ist das Ausfallverhalten alterungs-
abhingig? Soll man erst iltere Bauteile erneuern oder ist dies egal?

Zu bestimmen ist der Wert der Verteilungsfunktion an der Stelle 80, man geht zu den deka-
dischen Logarithmen iiber und standardisiert diese, um die gesuchte Wahrscheinlichkeit aus
Tabellen der (0, 1)-Normalverteilung mit rund 0.15 abzulesen. Dieser Wert ist sehr hoch, entwe-
der man indert die Garantiezeit oder das Design des Produkts oder das Produkt selbst. Da o mit

0.32 in die Nihe von 0.2 liegt und die Normalverteilung steigende Hazard hat, ist das Ausfall-
verhalten alterungsabhiingig, es ist daher angezeigt, iltere Teile zuerst zu tauschen (oder zu
warten).

c¢) Weibullverteilung

Eine Lebensdauer X ist Weibull verteilt mit den Parametern ¢ und [, wenn die kumulierte
Hazard im wesentlichen eine Potenzfunktion ist:

X

D .
H(x) =(—-) , x>0,a,p>0
o

Der Parameter & hat dieselbe Dimension wie X und ist ein Skalenparameter, der Parameter [ ist
dimensionslos und reguliert die Gestalt der Verteilung, Die folgende Abb. 9 zeigt einige ausge-
wiihite Dichte- und Hazardfunktionen. Der Fall B < | modelliert Anfangsausfille (fallende

Hazard), B = 1 beschreibt zufillige Ausfille (konstante Hazard),  >1 Ermiidung (steigende
Hazard).

f{x) W6

2/q \
! V/a '

Abb. 9: Dichtefunktionen und Hazards ausgewiihitcr Weibullverteilungen
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Ahnlich wie bei der Lognormalverteilung die Normalverteilung die rechnerische Analyse verein-
facht, hilft hier der Ubergang zu natiirlichen Logarithmen, was hier zur sog. Extremwertver-
teilung fiihrt (Details etwa in Nelson, 1982). Die Weibullverteilung ist eigentlich die Normalver-
teilung der Zuverlissigkeitstheorie. Zum einen ist es ihre flexible Gestalt, die steigende, fallende
und konstante Hazard modellieren I:i8t. Zum anderen gibt es einen tiefliegenden mathematischen
Satz, der die Weibullverteilung unter bestimmten Bedingungen als Grenzverteilung eines (stan-
dardisierten) Minimums von identischen Zufallsvariablen erscheinen liBt. Hat man also » iden-
tisch verteilte Fehlerursachen, die alle fiir sich zum Ausfall des Bauteils fiihren, so ist die Lebens-
dauer des Bauteils gleich der minimalen Lebensdauer im Hinblick auf die verschiedenen Ausfall-
ursachen. Wegen des angesprochenen Grenzwertsatzes kann man unter bestimmten Bedingungen
die Lebensdaucr als Weibullverteilt annehmen.

3. Poissonprozeﬁ

In der Bernoulli-Kette stellt man an den ProzeB des Entstehens von Ereignissen ganz einfache
Bedingungen - gleiche Ereigniswahrscheinlichkeit bei jedem Versuch und Unabhingigkeit der
Versuche voneinander, das fiihrt zur Binomialverteilung fiir die Zufallsvariable Anzahl der
Ereignisse bei einer festen Zahl von Versuchen. In shnlicher Weise fiihren ctwas komplizierter zu
formulierende Forderungen an den ProzeB des Entstehens von Ereignissen im Verlaufe kontinu-
ierlich fortschreitender Zeit zur Poissonverteilung fiir die Anzahl der in einem bestimmten
Zeitabschnitt eintretenden Ereignisse. Dies soll hier kurz skizziert werden, nihere Details findet
man z.B. in DIFF, i984, in Meyer, 1970, oder in Fisz, 1971. Die Poissonverteilung wird iibli-
cherweise als Nitherung zur Binomialverteilung eingefiihrt; das allerdings verschleiert die Einsicht
in manche Eigenschaft der Verteilung. Im Rahmen der Zuverlissigkeit wird der Bezug zum sog.
PoissonprozeB bedeutsam; dieser bietet u.a. Gelegenheit zur Verwendung von unterrichtlicher
Software zur Simulation der zugrunde licgenden mathematischen Zusammenhiinge.

a) Bedingungen an den Prozef8 des Entstehens von Ereignissen

Ereignisse entstehen im Verlauf der Zeit. Man kann Jjedoch nicht wic in der Bernoulli-Kette cinen
Takt ausmachen, in welchem Versuche stattfinden, dic zum Ereignis fithren kénnen. Vielmehr
kann man nur im “nachhincin” feststellen, daB cin Ercignis stattgefunden hat, nicht jedoch,
“wann” ein Versuch zu keinem Ereignis gefiihrt hat. Als Beispiel sei hicr dic Zahl der Blitze in
einem Gewitter angefiihrt, die in ciner Minute gezihlt werden; es gibt, in Abhcbung zur
Bernoulli-Kette kein Experiment, das zu Blitz oder Nicht-Blitz fiihrt. Folgende Forderungen an
den Proze des Entstehens von Ercignissen fiihren letztlich zur Poissonvertcilung fiir dic Zihlung
der Ereignisse in einem bestimmten Zeitintervall (alle Uberlegungen gelten auch fiir die riumliche
Verteilung von “Ereignissen” analog):

X, (sei jene Zufallsvariable, die die Zahl der Ereignisse im Intervall [t, t + At]zihlt.

i) Der Beginn t der Beobachtung ist égal.

if) Proportionalitit im Kleinen: Genau 1 Ercignis in der Zeitspanne A t hat im wesentlichen
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die Wahrscheinlichkeit A+ At, der Rest sind Fehlerterme die mit kleineren Intervallen,
d.h. kleinerem A tvernachlissigbar werden. Pro Zeiteinheit sind daher im wesentlichen A
Ereignisse zu erwarten, daher wird A auch als Intensitit des Prozesses, Ereignisse zu
erzeugen, benannt.

iii) Keine zwei Ereignisse in kleinen Intervallen: Die Wahrscheinlichkeit von 2 und mehreren

Ereignissen ist abhingig von der Linge der Beobachtung, jedenfalls aber im Vergleich zu
Atvemachlissigbar.

iv) Unabhingigkeit der Beobachtungen: Ereignisse vor und nach einem Zeitpunkt t sind im
stochastischen Sinne unabhiingig voneinander.

Die Formalisierung der Vernachliissigbarkeit von Fehlertermen erfolgt mit den Landau-Symbo-
len; dabei meint f ist ein o At) - “f ist ein klein o von At*, daB folgendes gilt:

b) Anzahl der Ereignisse

Die obigen Forderungen an den ProzeB des Entstehens von Ereignissen fiihren mit folgenden
Bezeichnungen auf ein System von Differentialgleichungen, das sich mit nicht allzu viel Miihe
rekursiv 1sen 1iBt. Sei X, die Zahl der Ereignisse bis zum Zeitpunkt t. Die Wahrscheinlichkeit,
genau k Ereignisse bis t zu registrieren, sei mit P (t) bezeichnet. Man beachte, mehrere Er-

eignisse sind nur in kleinen Intervallen vemachlissigbar, nicht jedoch im Intervall [0, t].

P, (t) = -A-Py(t)

P (1) = AP, (1) -A-B (1)  kal

Die allgemeine Losung dieses Systems von Differentialgleichungen ist dann:

P () = M'C'M

k!
Das ist gerade die Poissonverteilung, nun mit dem Parameter A t, das ist gleich dem Erwartungs-
wert, welcher nun proportional der beobachteten Zeit t und ebenso proportional zur sog.
Intensitiit des Entstehens von Ercignissen A ist, cin Ergebnis, das durchaus plausibel ist. Statt
wie in der Binomialverteilung die Wahrscheinlichkeit p fiir ein Ereignis pro Versuchsdurch-
fiihrung hat man hier A, die Intensitdt von Ereignissen pro Zeitcinheit, statt np erwartete

Ereignisse fiir n Versuche hat man hier A t erwartete Ercignis sefiir die Beobachtungszeit t.

c) Wartezeit bis zum ndchsten Ereignis

In der Bernoulli-Kette kann man die Frage nach der Wartezeit bis zum niichstcn Ercignis rasch
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beantworten, es ergibt sich die geometrische Verteilung (auch Pascal-Verteilung genannt), mit

den Wahrscheinlichkeiten mit —:’- als Erwartungswert fiir die Wartezeit auf das nichste Ereignis.

W(Wartezeit T = k) = (I-p)<'p

Auch die Fragen nach der Wartezeit auf das k-te Ereignis ist mit der sog. negativen Binomialver-
teilung nicht allzu schwer zu beantworten. Im PoissonprozeB kann man die analogen Fragen
stellen, sie fiihren zur Exponentialverteilung (bzw. zur sog. Erlangverteilung) mit dem Parameter

A
W(T>t) = Py(t) = e

Auch folgende inhaltliche Uberlegung paBt: Wenn es durchschnittlich A Ercignissc pro Zeitein-

heit gibt, dann ist die durchschnittlichc Wartezeit bis zum niichsten Ereignis % was genau dem

Erwartungswert der Exponentialverteilung entspricht.
4. Vollstindige und cinfach zensierte Daten

Die folgenden Ausfiihrungen miissen aus Platzmangel kursorisch gestaltet werden. Knapp wird
referiert, wie die graphische Beurteilung, ob ein bestimmtes Modell fiir die Analyse der Lebens-
dauer vorliegender Daten palt; cinige Beispiele sollen hier lediglich die Vielfalt von Beispielen
illustrieren, hier sci auf Nelson, 1982, verwiesen.

a) Graphische Beurteilung

Die empirische Verteilungsfunktion zeigt zu jedem Zeitpunkt, wie vicle Bauteile in einem
Lebensdauerversuch bis dahin schon ausgefallen sind. Diese (treppenformige) Funktion kann
direkt mit der theoretischen Verteilungsfunktion irgendeines Modells verglichen werden. Legt
man die Graphen iibereinander, so kann man dic Anpassung nach Augenmal oder durch ein
formales AbstandsmaB (z.B. maximale Differenz) beurteilen. Der Vorteil der Methode liegt auf
der Hand, die Abstinde sind im Originalmafstab einfach zu beurtcilen. Der Nachteil licgt darin,
daB auch mit dem Computer die Auswahl der Modelle mit den verschiedenen Parametern
umstiindlich ist (einmal ganz davon abgeschen, daB auch die Modellfamilie, ob Normalverteilung
oder Weibull etc., gar nicht festlicgt), per Hand jedenfalls aber nicht zu leisten ist.

In den technischen Anwendungen hat sich daher schon in Zeiten vor dem Computer der Ge-
brauch von Funktionsnetzen eingebiirgert, die im wesentlichen darin bestchen, da3 der Maflstab
(in der Ordinate oder auch in der Abszisse) so gestreckt/gestaucht ist, daB alle Verteilungs-
funktionen einer Modellfamilie als unterschicdlich geneigte Geraden crscheinen. Es gibt daher ein
sog. Normalpapicr und ein Weibullpapier. In cin solches Papier triigt man dic Ausfallzeiten und
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die Anzahl der Ausfille bis dahin (die Summenh&ufigkeiten) ein und erhiilt somit Punkte, die
mehr oder weniger um eine Gerade streuen. Streuen sie wenig, so kann man ¢ine Gerade nach
AugenmaB anpassen und die Parameter des Modells schiitzen. Streuen sie sehr, so ist die ent-
sprechende Modellfamilie nicht geeignet, die Lebensdauer zu beschreiben.

Abgekiirzt kann man die Vorgangsweise so beschreiben:

i) Ordne die Daten der Grofe nach: X6 bezeichnet das i-t-kleinste Datum

i) Erstelle eine Tabelle

geordnete Daten | Riinge F,

)

iif) Wiihle ein Modell und das entsprechende Funktionspapier

iv) Zeichne die Punkte (x,, F,)bzw. (logx,, F))

@)’ [ON

V) Passe eine Gerade an
vi) Beurteile die Giite der Anpassung (Fit)

vii)  Schiitze die Parameter graphisch

b) Einige Beispiele

@  Beispiel: Modellierung der Lebensdauer von elektrischem Isoliermaterial durch loga-
rithmische Normalverteilung.

Die Temperatur hat wesentlichen EinfluB auf die Lebensdauer von elektrischem Isoliermaterial
bis zum volligen Zusammenbruch. Da sich bei 180° zu wenige Ausfille ergeben, versucht man,
durch erhohten Stress die Ausfille zu provozieren. Letztlich sucht man die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Lebensdauer von 20000 [h] bei 180°. Fiir Temperaturen von 190, 220, 240 und 260°
ergeben sich folgenden Daten, die in Abb. 10 schon im logarithmischen Lebensdauernetz einge-
zeichnet sind. Fiir 260° ergibt sich aus Abb. 10 offenbar ein Bruch in der Form des Ausfall-
verhaltens, die anderen Geraden passen an sich gut und ergeben nur eine Parallelverschicbung
der Verteilung, also keine Veriinderung der Gestalt der Verteilung, sondern lediglich ein rasche-
res Durchlaufen desselben Verteilungstyps. Es scheint eine “Extrapolation” auf 180° durchaus
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Abb. 10: Wabhrscheinlichkeitsnetz fiir Lognormalverteilungen - Ausfallzeiten von Isolier-
material unter verschicdenen Temperaturniveaus

®  Beispiel: Isolierfliissigkeit zwischen Elektroden bis zum Zusammenbruch mit Weibull-
verteilung.

Auch hier wurden verschicdene Stressniveaus getestet, die Daten sind in Abb. 11 wiederum als
Punkte, nun in einem Weibullnetz eingezeichnet. Die Geraden fiir die Stressniveaus 26, 30, 34
und 38 kV sind annithernd parallel. Aus der Kenntnis des Weibullnetzes konnte man entspre-
chend die Parameter ablesen; es ergibt sich insbesondere, dal 3 < 1, also daf eine Exponential-
verteilung (die dem Wert 1 entspriiche) nicht in Frage kommt. Die parallelen Geraden ent-

sprechen einer Art Beschleunigung der Lebensdauer durch erhohte Spannung; die Gestalt der
Verteilung iindert sich durch erhéhten Stress offenbar kaum.
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Abb. 11: Wahrscheinlichkeitsnetz fiir Weibullverteilungen - Ausfallzeiten von Isolier-

fliissigkeiten unter verschicdenen Spannungsniveaus
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c) Hintergrund

Fiir den (gar nicht so schwierigen) Hintergrund, wieso die entsprechenden Wahrscheinlichkeits-
netze funktionieren, sei auf Nelson, 1982, verwiesen. Wird der Lebensdauerversuch nach einer
bestimmten Zeit oder nach einer bestimmten Zahl von Ausfillen abgebrochen, so kann man die
Methode der graphischen Analyse weiterhin anwenden. Man mu8 aber beachten, da man eben
nur einen Anfangsteil der Verteilung damit schitzen kann. Gerade im oberen Bereich der
Verteilung konnte ein bestimmter Typ der Verteilung sich dndern, oder es konnten sich die
Werte der Parameter dndern. Die Situation wird umso weniger zuverldssig, je kleiner der
beobachtete Zeitausschnitt aus der gesamten Verteilung ist. Hat man also etwa nur 5% tatsichli-
che Ausfille bis zum Ende der Beobachtung, so wird man iiber den Hauptteil der Verteilung, das
sind jene 95% der Bautcile, iiber die man lediglich weiB, daB sic am Ende der Beobachtung noch
intakt waren, wenig aussagen konnen.

In der Praxis versucht man, solche Fiille von Extrapolationen der Verteilung durch Anwendung
von erhdhten Stress zu vermeiden. Damit erreicht man, daB bis zum Ende des Lebensdaucrver-
suchs tatsichlich ein groBer Anteil der Bauteile ausgefallen ist und man daher echte und nicht
zensierte Daten hat. Allerdings muB man fiir die weitere Analyse voraussetzen, daB sich durch
erhohten Stress die Gestalt der Verteilung nicht verindert. Man muB ferner geeignete Annahmen
iiber die Beschleunigung der Lebensdauer in Abhingigkeit vom Stressniveau machen. Bei diesen
Modellannahmen konnen einem Fehler unterfaufen. Man kann anhand der Daten die Plausibilitit
der Annahmen iiberpriifen. Die Vorgangsweise wird z.B. in Meeker und Hahn, 1985, illustriert.

5. Mehrfach zensierte Daten

In der Praxis tauchen hiufig auch Probleme mit nicht fixen Zensierungszeitpunkten auf. Die
entsprechenden Methoden zur Analyse der Verteilung der Lebensdauer werden hier knapp
referiert.

a) Die mehrfache Zensur

Hat man bis zu einem gewissen Zeitpunkt alle Daten vollstindig und danach weifl man nur, da
die Bauteile iiberlebt hat, so spricht man von einfacher Zensur der Daten. In der Praxis, ins-
besondere bei der Feldbeobachtung, taucht jedoch hiufig der sog. mehrfachen Zensierung auf,
ordnet man echte Ausfalldaten und zensierte Daten der GroSe nach, so wechseln diese einander
ab. Abb. 12 soll exemplarisch zeigen, wie das zustande kommen kann und was damit gemeint ist.
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Abb. 12: Verweilkurven - kalendarische Zeit und Uberlcbenszeit

Abb. 12 zeigt den Verlauf der einzelnen Objekte in der Studie. Nicht alle Bauteile waren zum
kalendarischen Beginn des Lebensdauerversuchs bereits im Test, manche sind erst zu ver-
schiedenen spiteren Zeitpunkten dazu gckommen. Dabei markiert x einen echten Ausfall; -
markiert “iiberlebt und zensiert”, d.h. von diesem Bauteil weil man nur, daB es zu diesem
Zeitpunkt noch intakt war, man weif} jedoch nicht, wann es wirklich ausgefallen ist. Man iiber-
triigt die kalendarische Zeit nun in eine Lebensdauer - rechte Hiilfte der Abb.; diese Ubertragung
ist nur dann sinnvoll, wenn die Restlebensdauer nicht von den Umstiinden, die zur Zensur des
Datums gefiihrt haben, abhingt. Eine solche Abhiingigkeit ist etwa in Zusammenhang mit der
Uberlebensdauer von Patienten nach einer bestimmten Operation gegeben, wenn ein Patient, der
sich schlechter fiihlt, nicht mehr ins Therapiezentrum kommt, und so im Verlauf der Studie
verloren geht. Dann hiitten nimlich die zensierten Personen eine geringere restliche Lebensdauer
als jene, deren Sterbedatum in der Studie genau erhoben wurde.

b) Kumulierte Hazard

Anhand cines angedecuteten Beispiels soll die Methode erliutert werden. Von 70 Ventilatoren in
cinem Lebensdauerversuch hat man 12 Ausfille und 58 zensierte Daten, die mit einem + in der
folgenden Tabelle markiert sind. Die Daten, zensierte und nicht-zensierte, werden gemeinsam der
GroBe nach geordnet, man bestimmt der Reihe nach in den Spalten folgende Werte:

Stunden | Umgekehrter Rang k| Hazard in % = 100- kumulierte Hazard
k

450 70 1.4 (1/70) 1.4
460+ 69
1150 68 1.5 (1/68) 2.9
1150 67 1.5 (1/67) 4.4
1560+ 66

1600 65 1.5 (1/65) 59
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Hinweise:
- die kumulierten Hazards haben keine Deutung als Wahrscheinlichkeit, sie ergiinzen sich
nicht auf 1 bzw. auf 100%

- die Hazards konnen nur fiir nicht-zensierte Daten berechnet werden, dazwischen werden
nur die Anzahl der dem Risiko ausgesetzten Bauteile verringert.

¢) Uberlebenswahrscheinlichkeiten nach Kaplan-Meier

Bei dieser Methode berechnet man nur fiir jene Zeitpunkte eine Uberlebenswahrscheinlichkeit,
die echte Ausfille markieren. Man geht dabei rekursiv nach folgendem Schema vor:

geordnete | umgekehrte bedingte mal Zuverlis- = Zuverliissig-
Daten Ringe Zuverlissig- sigkeit vorher keit NEU
keit
. r,-1
X; rp=n-i+l — 'R, = R,
I

6. Zusammenfassung

e  Es sollte hier dargestellt werden, daB im Rahmen der Zuverlissigkeitstheorie interessante
praktische Probleme auftauchen.

e  Es werden neue Verteilungen zur Beschreibung erforderlich, einige neue Begriffe werfen
ein veriindertes Licht auf Wahrscheinlichkeit und bisher bekannte Begriffe. '

e Der Einsatz von Wahrscheinlichkeitsnetzen oder von Software liegt nahe.

e  Der Umgang mit mathematischen Methoden erfolgt ingenieurmdBig. Wissen und Fragen
aus der Technik miissen auf der Ebene von Allgemeinwissen eingebaut werden.

e  Es handelt sich bei obigen Darlegungen um keinen Lehrgang.

e  Der Autor wollte Anregungen geben, wozu die Begriffe dienen, insbesondere spielt hier
die Wahrscheinlichkeitsrechnung eine tragende Rolle und kann nicht (aus Zeitmangel)
iibergangen werden, ctwa wenn man im Unterricht rasch nur zu Methoden der Beur-
teilenden Statistik vordringen méchte.
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